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§ 5.1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 

1) Основные понятия теории дифференциальных уравнений. Задача Коши для дифференциального уравнения 

первого порядка. Формулировка теоремы существования и единственности решения задачи Коши. 

2) Дифференциальные уравнения первого порядка: с разделяющимися переменными, однородные и 

приводящиеся к ним. 

3) Линейные уравнения первого порядка, уравнение Бернулли. 

4) Уравнения в полных дифференциалах. 

5) Приближенное интегрирование дифференциальных уравнений первого порядка методом изоклин. 

6) Дифференциальные уравнения высших порядков. Задача Коши. Формулировка теоремы существования и 

единственности решения задачи Коши. Общее и частное решения. Общий и частный интегралы. 

7) Дифференциальные уравнения, допускающие понижение порядка. 

8) Линейный дифференциальный оператор, его свойства. Линейное однородное дифференциальное уравнение, 

свойства его решений. 

9) Линейно-зависимые и линейно-независимые системы функций. Необходимое условие линейной 

зависимости системы функций. 
 

10) Условие линейной независимости решений линейного однородного дифференциального уравнения. 

11) Линейное однородное дифференциальное уравнение. Фундаментальная система решений. Структура общего 

решения. 

12) Линейное неоднородное дифференциальное уравнение. Структура общего решения. 

13) Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных. 

14) Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами (случай простых 

корней характеристического уравнения). 

15) Линейные однородные дифференциальные уравнении с постоянными коэффициентами (случай кратных 

корней характеристического уравнения). 

16) Линейные неоднородные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами. Метод подбора. 

§ 5.2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ УПРАЖНЕНИЯ 

1) Пусть 1y  — решение дифференциального уравнения   0yL . Показать, что введение новой искомой 

функции 1/ yyu   приводит к дифференциальному уравнению, допускающему понижение порядка. 

2) Написать уравнение линии, на которой могут находиться точки перегиба графиков решений уравнения 

),( yxfy  . 

3) Написать уравнение линии, на которой могут находиться точки графиков решений уравнения ),( yxfy  , 

соответствующие максимумам и минимумам. 

Как отличить максимум от минимума? 

4) Линейное дифференциальное уравнение останется линейным при замене независимой переменной 

)(tx  , где функция )(t  произвольная, но дифференцируемая достаточное число раз. Доказать это утверждение 

для линейного дифференциального уравнения второго порядка. 

5) Доказать, что линейное дифференциальное уравнение остается линейным при преобразовании искомой 

функции 

).()( xzxy    

Здесь z — новая искомая функция )(x , и )(x  — произвольные, но достаточное число раз дифференцируемые 

функции. 

6) Составить общее решение уравнения 0)(  yxpy , если известно ненулевое частное решение 1y  этого 
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уравнения. 

7) Показать, что произвольные дважды дифференцируемые функции )(1 xy  и )(2 xy  являются решениями 

линейного дифференциального уравнения 
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8) Составить однородное линейное дифференциальное уравнение второго порядка, имеющее 

2

21 , xyxy  . 

Показать, что функции x и 
2x  линейно независимы в интервале ),(  . 

Убедиться в том, что определитель Вронского для этих функций равен нулю в точке 0x . Почему это не 

противоречит необходимому условию линейной независимости системы решений линейного однородного 

дифференциального уравнения? 

9) Найти общее решение неоднородного линейного дифференциального уравнения второго порядка, если 

известны три линейно-независимые частные его решения 1y , 2y , 3y ?,. 

10) Доказать, что для того чтобы любое решение линейного однородного дифференциального уравнения с 

постоянными коэффициентами удовлетворяло условию, 0)(lim  xyx , необходимо и достаточно, чтобы все 

корни характеристического уравнения имели отрицательные действительные части. 

 

§ 5.3. РАСЧЕТНЫЕ ЗАДАНИЯ 

Задача 1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. (Ответ представить в виде ).),( Cyx   

1. .2334 22 dxxyydyxydyxdx                                               

2. .011 22  xyyyx                           3. 

.4 22 ydyxydydxy                             4. 

.3 22 ydyxydydxy                                5. 

.3266 22 dxxyydyxydyxdx                             
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7. .0)5( 22  dxyedye xx
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.2366 22 dxxyydyxydyxdx                            

10. .045 22  dyxydxyx                          

11. .0)4(  dxedyey xx
                              

12. .0)4(  dxedyey xx
                             13. 

.222 22 dxxyydyxydyxdx                      14. 

.014 22  dyxydxyx                         15. 

.0)8(  dxyedye xx
                             16. 

.015 22  xyyy                                             

17. .36 22 dxxydyyxydyxdx                  18. 

.0ln  yxyy                                             19. 

.)1( xx yeye                                            20. 

.01 22  xxyyx                             21. 

.3226 22 dxxyydyxydyxdx                            

22. .0)ln1(  yxyy                                    23. 

.)3( xx eyye                                             24. 

.013 22  yyxy                         25. 
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.22 dxxydyyxydyxdx                           26. 

.0)(45 22  dyyyxdxy                           

27. .)1( xx eyye                                             28. 

.02)(3 22  dxydyyyx                         29. 

.2 22 dxxydyyxydyxdx                               30. 

.0222 22  yxxyx                            31. 

.53320 22 dxxyydyxydyxdx                          

Задача 2. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 
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Задача 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 
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Задача 4. Найти решение задачи Коши. 
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Задача 5. Решить задачу Коши. 
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Задача 6. Найти решение задачи Коши. 
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      Задача 7. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 
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                                                                                                                      28. 

.0)2(3)23(2 2232  dyyyxdxxxy                                                                                                                    29. 

.0)32()363( 23223  dyyxxdxxyyxx                                                                                                                    

30. .0)( 222  dyyxydxxy                                                                                                                      31. 

.0
)(

22






yx

ydxxdyydyxdx
                             

 Задача 8. Для данного дифференциального уравнения методом изоклин построить интегральную кривую, 

проходящую через точку

1. ).2,1(,2 Mxyy                                               2. 

).5,0(,2 Mxyy                                               3. 

).2,1(,2 2 Myy                                                4. 

).1,1(,
3

2
M

y

x
y                                                 5. 

.
2

3
,1,)1( 








 Mxyy                                               6. 

).3,2(,0  Mxyy                                               7. 

).2,1(,3 2 Myy                                                8. 

).3,2(,2 Myyx                                                9. 

).2,2(,)2( 2 Myxy                                             10. 

).1,2(,0222 Myxyyx                                           

11. .1,
2

9
, 








 Mxyy                                         12. 

.
2

1
,1,2









 Myxy                                          13. 

).1,0(,  Mxyy                                          14. 

).1,0(,Mxyy                                               15. 

).1,0(,
2

M
x

yy                                                 

16. .
2

1
,1,3)(2 








 Mxyy                                     

17. ).0,3(,2 Myxy                                         18. 

).3,1(,2 Myyx                                           19. 

).2,3(,3  Mxyy                                        20. 

).4,3(,2  Mxyy                                        21. 

).1,2(,0222  Myxyyx                                              

22. .
2

3
,2,2









 Myxy                                                

23. ).1,2(,Mxyy                                                24. 

).3,2(,Mxyy                                                 25. 

).2,4(,Mxyy                                                    26. 

).1,1(,3 Mxyy                                            27. 

).1,0(,2 Myxy                                                 28. 

).3,1(,3 3

2

Myy                                                 29. 

).1,2(,0222  Myxyyx                                                

30. .
2

1
,1),1( 








 Myxy                                                  

31. ).2,1(,2 Myxy          

Задача 9. Найти линию, проходящую через точку 0M  и обладающую тем свойством, что в любой ее точке M  

нормальный вектор MN  с концом на оси Oy имеет длину, равную a , и образует острый угол с положительным 
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направлением оси Oy . 

1. .25),1,15(0 aM                                                 2. 

.20),2,12(0 aM                                                         3. 

.15),3,9(0 aM  

4. .10),4,6(0 aM                                               5. 

.5),5,3(0 aM

Найти линию, проходящую через точку 0M , если отрезок любой ее нормали, заключенный между осями 

координат, делится точкой линии в отношении  ba :  (считая от оси Oy ). 

6. .2:1:),1,1(0 baM                                                 7. 

.3:1:),3,2(0  baM                                                         

8. .3:2:),1,0(0 baM  

9. .2:3:),0,1(0 baM                                               

10. .1:3:),1,2(0  baM  

Найти линию, проходящую через точку 0M , если отрезок любой ее касательной между точкой касания и осью 

Oy делится на точке пересечения с осью абсцисс  в отношении  ba :  (считая от оси Oy ). 

11. .1:1:),1,2(0  baM                                                 

12. .1:2:),2,1(0 baM                                                         

13. .1:3:),1,1(0  baM  

14. .2:1:),1,2(0 baM                                               15. 

.3:1:),1,1(0  baM  

Найти линию, проходящую через точку 0M , если отрезок любой ее касательной, заключенный между осями 

координат, делится в точке касания в  отношении  ba :  (считая от оси Oy ). 

16. .1:1:),2,1(0 baM                                                 

17. .2:1:),1,2(0 baM                                                         

18. .1:2:),3,1(0 baM                                     19. 

.1:3:),3,2(0  baM                                               20. 

.2:3:),1,3(0  baM  

Найти линию, проходящую через точку 0M  и обладающую тем свойством, что в любой ее точке M  касательный 

вектор MN  с концом на оси Ox имеет проекцию на ось Ox , обратно пропорциональную абсциссе точки M . 

Коэффициент пропорциональности равен a .

21. .
2

1
),,1(0 aeM                                                                   24. .2,

1
,20 







a

e
M                                                             22. 

.2),,2(0 aeM                                                                  25. .
4

1
,

1
,1

20 







a

e
M                                                                     23. 

.1),,1(0 aeM  
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Найти линию, проходящую через точку 0M  и обладающую тем свойством, что в любой ее точке M  касательный 

вектор MN  с концом на оси Oy имеет проекцию на ось Oy , равную a .

26. .1),2,1(0 aM                                                 27. 

.2),4,1(0 aM                                                             28. 

.2),5,1(0 aM  

29. .4),3,1(0 aM                                                                     

30. .3),6,1(0 aM                                                    31. 

.1),1,1(0 aM

Задача 10. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

1. .ln yxxy                                

2. .1 yyx                               

3. .2 yyx                                  

4. .1 xyyx                               

5. .0
sin

1


x
yytgx                                    

6. .12  yxyx                                 

7. .022  yxctgy                               

8. .123  yxyx                                 

9. .2ytgxy                             

10. .22 yxcthy                                        

11. .134  yxyx                 

12. .02  yyx                                     

 

13. .2)1( 32 xyxyx                                  

14. .145  yxyx                                

15. .0
1


x
yyx                                  

16. .0 xyyx                               

17. .| yythx V                                 

18. .xyyx                                     

19. .1 ytgxy                               

20. .55 yxtgy                                 

21. .77 yxthy                                  

22. .23 xyxyx                  

23. .0
1


chx

yycthx                                  

 

24. ).1()1(  xyyx                               

25. 

.cos)sin1( yxyx                                  

26. .
1

x
yyx                                  

27. .
2

2
2x

yyx                       

28. .chxyycthx                                

29. .4 chxyyx                                  

30. .2
1

2
2

xy
x

x
y 


                                 

31. 

.122)1( 32 xyxyx 

        Задача 11. Найти решение задачи Коши. 

1. ).22/(1)0(,2)0(,14 43  yyyyy                                                                                                                        

2. .8)0(,1)0(,128 3  yyyy                                                                                                                        3. 

.2)0(,4)0(,0643  yyyy                                                                                                                         4. 

.1)0(,0)0(,0cossin2 3  yyyyy                                                                                                                               

5. .4)1(,2/)1(,cossin32 3  yyyyy                                                                                                                           

6. .7)1(,1)1(,98 3  yyyy                                                                                                                         7. 

.1)3(,7)3(,0493  yyyy                                                                                                                        8. 

.
2

1
)0(,

2

2
)0(,1164 43  yyyyy                                                                                                                          9. 
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.2)0(,0)0(,0cossin8 3  yyyyy                                                                                                                      10. 

.6)2(,1)2(,72 3  yyyy                                                                                                                     11. 

.2)0(,3)0(,0363  yyyy                                                                                                                    12. 

.3)1(,2/)1(,cossin18 3  yyyyy                                                                                                                       13. 

.
2

1
)0(,22)0(,164 43  yyyyy                                                                                                                    14. 

.5)3(,1)3(,50 3  yyyy                                                                                                                       15. 

.1)2(,5)2(,0253  yyyy                                                                                                                       16. 

.3)0(,0)0(,0cossin18 3  yyyyy                                                                                                                      17. 

.2)1(,2/)1(,cossin8 3  yyyyy                                                                                                                     18. 

.4)4(,1)4(,32 3  yyyy                                                                                                                     19. 

.2)1(,2)1(,0163  yyyy                                                                                                                      20. 

.4)0(,0)0(,0cossin32 3  yyyyy                                                                                                                      21. 

.5)1(,2/)1(,1cossin50 43  yyyyyy                                                                                                                     

22. .3)1(,1)1(,18 3  yyyy                                                                                                                    23. 

.3)1(,1)1(,093  yyyy                                                                                                                    24. 

.2)0(,2)0(),1(4 43  yyyyy                                                                                                                    25. 

.5)0(,0)0(,0cossin50 3  yyyyy                                                                                                                     26. 

.2)0(,1)0(,8 3  yyyy                                                                                                                    27. 

.2)0(,1)0(,043  yyyy                                                                                                                      28. 

.1)1(,2/)1(,cossin2 3  yyyyy                                                                                                                     29. 

.2)0(,22)0(,1643  yyyyy                                                                                                                    30. 

.1)1(,1)1(,2 3  yyyy                                                                                                                    31. 

.1)1(,1)1(,013  yyyy      

Задача 12. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

1. .123 2xyyy                                    2. 

.36 2 xxyy                                               3. 

.2 xxyy                                                4. 

.233| xyyyy V                                               

5. .)2(5 2|  xyy V
                                               

6. ).1(22| xxyyy V                                                

7. .12 2|  xxyyy V
                                              

8. .32|  xyy VV
                                              9. 

.13 2x                                                         10. 

.42 2| xyyy V                                           11. 
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.15 2  xyy                                         12. 

.244 2| xxyyyy V                                           

13. .127 xyy                                              14. 

.2323 2 xxyyy                                               

15. .123 2  xxyy                                               

16. .234 2  xxyy                                          

17. .333|  xyyyy V
                                       

18. .6122 2| xxyyy V                                         

19. .384324 2xyy                                         

20. .322 2| xyyy V                                         

21. .2449 2xyy                                           22. 

.432 2  xxyy                                        23. 

.11213  xyyy                                          

24. .| xyy V                                                   25. 

.3223 2  xxyyy                                          

26. .3223 2  xxyyy                                          

27. .)1(65 2 xyyy                                          

28. .1396|  xyyy V
                                        

29. .39181213 2  xyyy                                          

30. .612|  xyy V
                                       31. 

.52665 2  xxyyy                                                              

Задача 13. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

1. .)1216(254 xexyyyy                                    

2. .)21(23 xexyyy                                               

3. .)73( 2xexyyyy                                                

4. .)52(2 2xexyyy                                               

5. .)2118(43 xexyyy                                                

6. .)52(485 xexyyyy                                                

7. .)1(44 xexyyy                                                

8. .)2118(2 2xexyyy                                                

9. .)48( xexyyyy                                             

10. .423 xxeyyy                                           

11. .)94(23 2xexyyy                                          

12. .)1612(254 xexyyyy                                           

13. .)116(2 xexyyy                                           

14. .)56(2 xexyyy                                               

15. .)159(44 xexyyy                                                

16. .)84(33 xexyyyy    

 

17. .)67(44 xexyyyy                                    

18. .)21(23 xexyyy                                               

19. .)1620(375 xexyyyy                                                

20. .434 xxeyyy                                               

21. ).3232(935   xeyyyy x
                                              

22. .496 xxeyyy                                                

23. .)128(9157 xexyyyy                                                

24. .)48(35 xexyyyy                                                

25. .)2016(375 xexyyyy                                             

26. .)148(32 xexyyy                                           

27. .)68(32 xexyyy                                          

28. .)2416(96 xexyyy                                           

29. .)1612(99 xexyyyy                                           

30. .)1(434 xexyyy                                               

31. .)1420(6 2xexyyy                                                 
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Задача 14. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

1. ).cos(sin42 xxeyy x                                    

2. .6sin44 2 xeyyy x                                              

3. ).cos(sin22 xxeyy x                                                

4. .7sin37cos2 xxyy                                               

5. .2sin52 xyyy                                                

6. ).cos3sin5(84 xxeyyy x                                                

7. ).cos(sin2 xxeyy x                                                

8. .3sin44 2 xeyyy x                                               

9. .4cos136 3 xeyyy x                                            

10. .3sin33cos2 xxyy                                           

11. .sin252 xyyy                                          

12. ).cos4sin3(84 xxeyyy x                                           

13. ).cos(sin102 xxeyy x                                           

14. .5sin44 2 xeyyy x                                              

15. .5sin35cos2 xxyy                                                

16. .2sin1752 xyyy                                            

17. .cos136 3 xeyyy x                                        

18. ).cos5sin3(84 xxeyyy x                                         

19. ).cos(sin62 xxeyy x                                         

20. .4sin44 2 xeyyy x                                        

21. .5cos136 3 xeyyy x                                       

22. .7sin37cos2 xxyy                                         

23. .cos52 xyyy                                           

24. ).cossin2(84 xxeyyy x                                            

25. ).cos(sin32 xxeyy x                                           

26. .4sin44 2 xeyyy x                                          

27. .8cos136 3 xeyyy x                                          

28. .cos1052 xyyy                                          

29. .4sin34cos2 xxyy                                           

30. ).cos2sin(84 xxeyyy x                                         

31. .6sin44 2 xeyyy x                                                             

Задача 15. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

1. .222 xchyy                                              2. 

.2cos6sin2 xexxyy                                               

3. .cos2 xeyy x                                                4. 

.323 xchyy                                               5. 

.42cos322sin84 2xexxyy                                                

6. .4cos6sin10 xexxyy                        

7. .4164 xchyy                                              8. 

.183sin189 3xexyy                                               

9. .2sin82cos4244 2 xxeyy x                                                

10. .5505 xchyy                                               11. 

.164cos1616 4xexyy                                                

12. .3cos93sin1899 3 xxeyy x         

13. .2xchyy                                                                14. 

.505sin105cos2025 5xexxyy                                               

15. .4sin644cos644816 4 xxeyy x                                                

16. .222 xshyy                                                           17. 

.366cos126sin2436 6xexxyy                                                

18. .50)5cos5(sin2525 5xexxyy                        

19. .323 xshyy                                                           20. 

.987cos77sin1449 7xexxyy                                               

21. ).6sin6(cos723636 6 xxeyy x                                                

22. .4164 xshyy                                                            23. 

.648cos168sin1664 8xexxyy                                                

24. ).7sin7(cos491449 7 xxeyy x     
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25. .5505 xshyy                                                26. 

.1629cos39sin981 9xexxyy                                               

27. .648cos12864 8xexyy                                                

28. .2shxyy                                                       29. 

.20010cos3010sin20100 10xexxyy                                                

30 .9sin8116281 9 xeyy x                                      31. 

.10cos10020100 10 xeyy x                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

Задача 16. Найти решение задачи Коши. 

1. .0)0(,3)0(,
cos

2
2  yy

x
yy




                                                                                                                 2. 

).2ln1(3)0(,4ln)0(,
1

9
3

3

3




 yy
e

e
yy

x

x

                                                                                                                

3. .4
4

,3
4

,284 



















yyxctgyy                                                                                                                 4. 

.2ln6)0(,2ln21)0(,
1

4
86

2






yy

e
yyy

x
                                                                                                                

5. .0)0(,0)0(,
1

9
189

3

3







yy
e

e
yyy

x

x

                                                                                                                

6. .
22

1
,3

2

1
,

sin

22
2 




 

















 yy

x
yy                                                                                                                 7. 

.0)0(,2)0(,
)/cos(

11
22

 yy
x

yy


                                                                                                                 8. 

).14ln3(4)0(,4ln4)0(,
3

9
3

3

3









yy
e

e
yy

x

x

                                                                                                                

9. .4)2/(,4)2/(,4   yyctgxyy                                                                                                                10. 

.3ln10)0(,3ln31)0(,
2

4
86

2






yy

e
yyy

x
                                                                                                             

11. .0)0(,0)0(,
2

4
86

2

2







yy
e

e
yyy

x

x

                                                                                                             12. 

.2/3)6/(,4)6/(,
3sin

9
9   yy

x
yy                                                                                                                

13. .0)0(,1)0(,
3cos

9
9  yy

x
yy                                                                                                              14. 

.19ln)0(,27ln)0(,
2









yy
e

e
yy

x

x

                                                                                                             15. 

.2)4/(,3)4/(,244   yyxctgyy                                                                                                              16. 

.2ln14)0(,2ln81)0(,
3

1
23 





yy

e
yyy

x
                                                                                                             

17. .0)0(,0)0(,
1

4
86

2

2







yy
e

e
yyy

x

x
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18. .2)8/(,3)8/(,
4sin

16
16   yy

x
yy                                                                                                              

19. .0)0(,3)0(,
4cos

16
16  yy

x
yy                                                                                                              20. 

.24ln)0(,4ln)0(,
1

4
2

2

2









yy
e

e
yy

x

x

                                                                                                             

21. .
2

1
)(,2)(,

24

1

4









  yy

x
ctg

y
y                                                                                                              22. 

.3ln5)0(,3ln31)0(,
2

1
23 





yy

e
yyy

x
                                                                                                             

23. .0)0(,0)0(,
2

23 





yy
e

e
yyy

x

x

                                                                                                             24. 

.)4/(,2)4/(,
2sin

4
4   yy

x
yy                                                                                                              25. 

.0)0(,2)0(,
2cos

4
4  yy

x
yy                                                                                                              26. 

.9ln1)0(,27ln)0(,
2




 yy
e

e
yy

x

x

                                                                                                             27. 

.2)2/(,1)2/(,2   yyctgxyy                                                                                                              28. 

.2ln3)0(,2ln21)0(,
1

1
23 





yy

e
yyy

x
                                                                                                             

29. .0)0(,0)0(,
1

23 





yy
e

e
yyy

x

x

                                                                                                             30. 

.2/)2/(,1)2/(,
sin

1
  yy

x
yy                                                                                                              31. 

.0)0(,1)0(,
cos

1
 yy

x
yy                           

 


