
§ 7.1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 

1) Определения двойного и тройного интегралов. Их геометрический и физический смысл. 

2) Основные свойства двойных и тройных интегралов. 

3) Теорема о среднем для двойного и тройного интегралов. 

4) Вычисление двойных интегралов двумя последовательными интегрированиями (случай прямоугольной 

области). 

5) Вычисление двойных интегралов двумя последовательными интегрированиями (общий случай). 

6) Замена переменных в двойном интеграле. 

7) Якобиан, его геометрический смысл. 

8) Двойной интеграл в полярных координатах. 

9) Тройной интеграл в цилиндрических координатах. 

10)  Тройной интеграл в сферических координатах. 

  § 7.2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ УПРАЖНЕНИЯ 

1) Пользуясь определением двойного интеграла, доказать, что 
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если m и n  — натуральные числа и, по меньшей мере, одно из них нечетно. 

2) С помощью теоремы о среднем найти    
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где ),( yxf  — непрерывная функция. 

'3) Оценить интеграл 
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      т. е. указать, между какими значениями заключена его величина. 

4) Вычислить двойной интеграл D dxdyyxf ),( , если область D — прямоугольник  ,, dycbxa   а 

).,(),( yxFyxf xy
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5) Доказать равенство  
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если область D —прямоугольник  ., dycbxa   

 

 



6) Доказать формулу Дирихле. 
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7) Пользуясь формулой Дирихле, доказать равенство 
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8) Какой из интегралов больше 
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Задача 1. Изменить порядок интегрирования. 

1. .

0

2

00

1

1

2

 
 






y y

fdxdyfdxdy  

2. .

0 0

22

2

1

1

0

 
 


y y

fdxdyfdxdy  

3. .
0

22

2

2

1

1

0

 






y y

y

fdxdyfdxdy  

4. .
0

2

0

2

1

1

0

 




y y

fdxdyfdxdy  

5. .

0

22

00

1

1

2

 










x
x

fdxdyfdxdy  

6. .

arcsin

0

arccos

0

1

2/1

2/1

0

  

y y

fdxdyfdxdy  

7. .

2

0 0

0

1

1

2

 
 









y y

fdxdyfdxdy  

8. .

0 ln

11

1

0

 







y

ye

fdxdyfdxdy  

9. .

22

0

2

0

0

1

1

2

 










x x

fdydxfdydx  

10. .

0

24

0

224

0

3

3

2

 
 







x x

fdydxfdydx  

11. .

1

21

1

ln1

1

0

 




x x

e

fdydxfdydx  

12. .

3

0

2

0

2

1

1

0

 




y y

fdxdyfdxdy  

13. .

sin

0

cos

0

2/

4/

4.

0

  

y y

fdxdyfdxdy







 

14. .

0

)2(

0

3

0

1

1

2

 
 






x x

fdydxfdydx  

15. .

sin

0

cos

0

2/

4/

4/

0

  

y y

fdxdyfdxdy







 

16. .

0 0

2

2

1

1

0

 
 


y y

fdxdyfdxdy  



17. .

0 0

22

2

1

1

0

 





y

y

fdxdyfdxdy  

18. .

3

0

2

0

2

1

1

0

 




y y

fdxdyfdxdy  

19. .

0

224

0

24

2

3

3

0

 
 



x x

fdydxfdydx  

20. .

0

)2(

0

3

0

1

1

2

 
 






y y

fdxdyfdxdy  

21. .
0

1

ln1

1

0

 




y

y

e

fdxdyfdxdy  

22. .

2

0

22

0

2

1

1

0

 




x x

fdydxfdydx  

23. .

sin

0

cos

0

2/

4/

4/

0

  

x x

fdydxfdydx







 

24. .

0

22

00

1

1

2

 






y
y

fdxdyfdxdy  

25. .

3

0

2

0

2

1

1

0

 




x x

fdydxfdydx  

26. .

242

0

24

0

2

3

3

0

 
 



x x

fdydxfdydx  

27. .

0 0

2

2

1

1

0

 
 


x x

fdydxfdydx  

28. .
0

22

0

2

1

1

0

 




x x

fdydxfdydx  

29. .
0

22

0

2

1

1

0

 




y y

fdxdyfdxdy  

30. .
0

2

0

2

1

1

0

 




x x

fdydxfdydx  

31. .

24

0

242

0

0

3

3

2

 
 









x x

fdydxfdydx  

Задача 2. Вычислить. 

1.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)1612( 23322
 

2.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)489( 23322
 

3.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)9636( 333322
 

4.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)3218( 333322
 

5.  
D

xxyxyxDdxdyyxyx ).0(,,1:;)4827( 323322
 

6.  
D

xxyxyxDdxdyyxyx ).0(,,1:;)3218( 233322
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7.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)3218( 33322
 

8.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)4827( 33322
 

9.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)164( 222
 

10.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)912( 222
 

11.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)98( 3322
 

12.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)1824( 3322
 

13.  
D

xxyxyxDdxdyyxxy ).0(,,1:;)2712( 3222
 

14.  
D

xxyxyxDdxdyyxxy ).0(,,1:;)188( 2322
 

15.  
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17.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)4824( 233
 

18.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)246( 233
 

19.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)164( 3333
 

20.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)164( 3333
 

21.  
D

xxyxyxDdxdyyxxy ).0(,,1:;)1644( 3233
 

22.  
D

xxyxyxDdxdyyxxy ).0(,,1:;)1764( 3333
 

23.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)4( 333
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24.  
D

xyxyxDdxdyyxxy .,,1:;)1764( 333
 

25.  









D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;
3

25
6 23322

 

26.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)259( 24422
 

27.  





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

D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;
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28.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)259( 334422
 

29.  
D

xxyxyxDdxdyyxyx ).0(,,1:;)15054( 324422
 

30.  
D

xxyxyxDdxdyyxxy ).0(,,1:;)9( 2355
 

31.  
D

xyxyxDdxdyyxyx .,,1:;)15054( 33322
 

Задача 3. Вычислить. 

1.  
D

xy xxyyDdxdyye .4,2,3ln,2ln:;2/
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D

x
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2
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2
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3.  
D

xxyyDxydxdyy .2,1,,
2

:;cos 


 

4.  

D

xy xyyxDdxdyey .,2,0:;4/2
 

5.  
D

xxyyDxydxdyy .2,1,,
2

:;sin 


 

6.  
D

x
yyxDdxdy
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y .

2
,

2
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2
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7.  
D

xy xxyyDdxdyye .1,
2

1
,4ln,3ln:;4 2
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8.  
D

xyyxDxydxdyy .,
2

,0:;sin4 2 
 

9.  
D

xxyyDxdxdyy .1,
2

1
,,

2
:;2cos 


 

10.  

D

xy x
yyxDdxdyey .

2
,2,0:;8/2

 

11.  
D

xxyyDxydxdyy .3,2,
2

,
4

:;2sin12


 

12.  
D

xyyxDxydxdyy .,,0:;cos2   

13.  
D

xy xxyyDdxdyye .8,4,3ln,2ln:;4/
 

14.  
D

xyyxDxydxdyy .2,2,0:;2sin4 2   

15.  
D

xxyyDxydxdyy .2,1,
2

,
4

:;2cos2


 

16.  

D

xy xyyxDdxdyey .,2,0:;2/2
 

17.  
D

xxyyDxydxdyy .1,
2

1
,2,:;sin   

18.  
D

x
yyxDxydxdyy .

2
,

2
,0:;2cos2 

 

19.  
D

xy xxyyDdxdye .
2

1
,

4

1
,4ln,3ln:;8 4

 

20.  
D

xyyxDdxdy
xy

y .
3

2
,

3

4
,0:;

2
sin3 2 

 

21.  
D

xxyyDxydxdyy .1,
2

1
,3,:;cos   

22.  

D

xy x
yyxDdxdyey .

2
,1,0:;2/2

 

23.  
D

xxyyDxydxdyy .3,
2

1
,

2

3
,

2
:;2sin


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24.  
D

xyyxDxydxdyy .2,,0:;cos2   

25.  
D

xy xxyyDdxdyye .6,3,3ln,2ln:;6 3/
 

26.  
D

xyyxDdxdy
xy

y .,,0:;
2

sin2   

27.  
D

xxyyDxdxdyy .2,
2

1
,

2

3
,

2
:;2cos


 

28.  

D

xy xyyxDdxdyey .2,4,0:;8/2
 

29.  
D

xxyyDxydxdyy .3,1,3,
2

:;sin3 


 

30.  
D

xyyxDdxdy
xy

y .2,2,0:;
2

cos2   

31.  
D

xy xxyyDdxdyye .
3

1
,

6

1
,4ln,3ln:;12 6

 

 

Задача 4. Вычислить. 

1. 








V

xy

zz

xyyx
Vdxdydzey

.1,0

,,1,0
;2 2

 

2. 








V
zyx

zyx
Vdxdydzxyzzx

.0,0,0

,1,,2
;)sin(2


 

3. 








V
zz

xyyx
Vdxdydzxychy

.2,0

,4,2,0
;)2(2

 

4. 








V

xyz

zyx

zyx
Vdxdydzzey

.0,0,0

,1,2,1
;8 22

 

5. 








V
zz

yxyx
Vdxdydzxyshx

.36,0

,0,2,1
;)3(2

 

6. 








V
zyx

zyx
Vxyzdxdydzzy

.0,0,0

,2,,1
;cos2


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7. 



















V zz

x
yyx

Vdxdydzxyy

.,0

,
2

,1,0
;

4
cos

2

2




 

8. 








V
zyx

zyx
Vdxdydz

xyz
zx

.0,0,0

,4,2,1
;

4
sin2


 

9. 









V

xy

zz

xyyx
Vdxdydzey

.1,0

,4,2,0
;2

 

10. 








V

xyz

zyx

zyx
Vdxdydzzey

.0,0,0

,1,1,1
;2 2

 

11. 








V
zz

xyyx
Vdxdydzxychy

.8,0

,,1,0
;)2(2

 

12. 








V
zyx

zyx
Vdxdydzxyzzshx

.0,0,0

,1,1,2
;)(2

 

13. 








V

xy

zz

xyyx
Vdxdydzey

.1,0

,2,2,0
;2/2

 

14. 








V
zyx

zyx
Vdxdydz

xyz
zy

.0,0,0

,2,1,3
;

3
cos2


 

15. 
















V
zz

xyyx
Vdxdydz

xy
y

.2,0

,,1,0
;

2
cos

2

2




 

16. 








V
zyx

zyx
Vdxdydzxyzzshx

.0,0,0

,1,1,1
;)(2 2

 

17. 








V
zz

xyyx
Vdxdydzxyy

2

2

.,0

,2,1,0
;)cos(


  

18. 











V zyx

zyx
Vdxdydzxyzzshx

.0,0,0

,
2

1
,

2

1
,2

;)2(2 2
 

19. 








V
zz

yxyx
Vdxdydzxyshx

.8,0

,0,,1
;)2(2

 

20. 








V
zyx

zyx
Vdxdydz

xyz
zx

.0,0,0

,,4,1
;

2
sin2


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21. 








V
zz

xyyx
Vdxdydzxychy

.2,0

,,1,0
;)(2

 

22. 








V
zyx

zyx
Vdxdydzxyzzchy

.0,0,0

,1,1,1
;)(2

 

23. 
















V
zz

yxyx
Vdxdydzxyx

.,0

,0,,2
;

2
sin2




 

24. 








V
zyx

zyx
Vdxdydz

xyz
zy

.0,0,0

,2,1,9
;

9
cos2


 

25.  
V

zzyxyxVdxdydzxyx .4,0,0,2,1:;)sin(2   

26.  








V

zyxzyxVdxdydz
xyz

zchy .0,0,0,2,1,2:;
2

2
 

27.  
V

zzxyyxVdxdydzxychy .3,0,6,2,0:;)3(2
 

28.  
V

zyxzyxVdxdydzxyzzchy .0,0,0,1,2,
2

1
:;)2(2 2

 

29.  
V

zzy
x

yxVdxdydzxyx .8,0,0,
2

,1:;)4sin(2   

30.  

V

xyz zyxzyxVdxdydzzey .0,0,0,2,1,2:;8 2
 

31.  
V

zzy
x

yxVdxdydzxyshx .1,0,0,
2

,2:;)(2
 

 

Задача 5. Вычислить. 

1.  
V

zxyzxyxyVxdxdydz .0,,1,0,10:;  

2.  











V

zyx
zyx

V
zyx

dxdydz
.0,0,0,1

843
:;

843
1

4
 

3.  
V

zyxyxyxzVdxdydzzy .0,0,0,1,:;)(15 22
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4.  
V

yxzxyxyVdxdydzyx ).(5,1,0,:;)43( 22
 

5.  
V

zxyzxyxyVdxdydzx .0,,1,0,9:;)21( 3
 

6.  
V

zxyzxyxyVdxdydzy .0,,1,0,:;)5427( 3
 

7.  
V

zxyzxyxyVydxdydz .0,,1,0,15:;  

8.  











V

zyx
zyx

V
zyx

dxdydz
.0,0,0,1

3816
:;

3816
1

5
 

9.  
V

zyxyxyzVdxdydzyx .0,0,0,1,10:;)3( 22
 

10.  
V

xyxyzyxzVdxdydzzx .1,0,,0,3:;)3015( 22
 

11.  
V

zxyzxyxyVdxdydzz .0,,1,0,:;)84( 3
 

12.  
V

zxyzxyxyVdxdydzx .0,,1,0,36:;)21( 3
 

13.  
V

zxyzxyxyVxzdxdydz .0,,2,0,:;21  

14.  











V

zyx
zyx

V
zyx

dxdydz
.0,0,0,1

3810
:;

3810
1

6
 

15.  
V

zyxyxxzVdxdydzyx .0,0,0,1,10:;)3( 22
 

16.  
V

zyxzxyxyVdxdydzzy .0,,1,0,:;)9060( 22
 

17.  









V

zxyzxyxyVdxdydzx .0,,1,0,9:;
3

5

3

10
 

18.  
V

zxyzxyxyVdxdydzz .0,,1,0,4:;)189(  

19.  
V

zxyzxyxyVdxdydzy .0,,2,0,2:;3 2
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20.  











V

zyx
zyx

V
zyx

dxdydz
.0,0,0,1

642
:;

642
1

4
 

21.  
V

zyxyxyxzVdxdydzx .0,0,0,1),3(10:;2
 

22.  
V

zyxzxyxyVdxdydzzy .0,23,1,0,:;)128( 22
 

23.  
V

zxyzxyxyVdxdydzy .0,,1,0,:;)21(63  

24.  
V

zyxzxyxyVdxdydzyx .0,6030,1,0,:;)( 22
 

25.  











V

zyx
zyx

V
zyx

dxdydz
.0,0,0,1

1646
:;

1646
1

5
 

26.  
V

zxyzxyxyVxyzdxdydz .0,,2,0,:;  

27.  
V

zyxyxyxzVdxdydzy .0,0,0,1),3(10:;2
 

28.  









V

zyxzxyxyVdxdydz
z

x .0,15,1,0,:;
2

3
5 22

 

29.  
V

zyxyxyxzVdxdydzyx .0,0,0,,1),2(20:;)4( 22
 

30.  











V

zyx
zyx

V
zyx

dxdydz
.0,0,0,1

538
:;

538
1

6
 

31.  
V

zxyzxyxyVzdxdydzx .0,,2,0,3:;2
 

Задача 6. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

1. .4,3,4,
3

 yyey
x

y x
 

2. .366,36 22 yxyx   

3. ).0(6,72 222  yxyyx  
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4. .2,8 2 yxyx   

5. .8,3,8,
3

 yyey
x

y x
 

6. .16,
2

1
,

2
 x

x
y

x
y  

7. .4,5 2 yxyx   

8. ).0(6,12 222  yxyyx  

9. ).0(,0,1232,12 22  xxxyxy  

10. .9,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy  

11. ).0(,0,32,24 22  xxxyxy  

12. ).0(0,cos,sin  xxxyxy  

13. .8,20 2 xyxy   

14. .1823,18 22 xyxy   

15. .4,32 2 xyxy   

16. .5,2,5,
2

 yyey
x

y x
 

17. ).0(23,36 222  yxyyx  

18. .4,
3

,3  x
x

yxy  

19. ).0(,0,36,366 22  xxxyxy  

20. .
2

5
,

4

25 2  xyxy  

21. .16,
1

,  x
x

yxy  

22. .7,2,7,
2

 yyey
x

y x
 

23. .6,27 2 yxyy   
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24. ).0(0,6,72 22  yyyxyx  

25. .66,6 22 xyxy   

26. .4,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy  

27. .0(0,cos,sin  xxxyxy  

28. .6,1,6,
1

 yyey
x

y x
 

29. .94,
3

,3  x
x

yxy  

30. .10,11 2 xyxy   

31. ).0(6,12 222  xyxyx  

Задача 7. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

1. .3,
3

,04,02 2222 xy
x

yxyyxyy   

2. .
3

,0,08,04 2222 x
yyyxxyxx   

3. .3,
3

,08,06 2222 xy
x

yxyyxyy   

4. .,0,04,02 2222 xyyyxxyxx   

5. .3,
3

,010,08 2222 xy
x

yxyyxyy   

6. .,0,08,04 2222 xyyyxxyxx   

7. .0,,06,04 2222  xxyxyyxyy  

8. .3,0,010,02 2222 xyyyxxyxx   

9. .0,,010,06 2222  xxyxyyxyy  

10. .3,
3

,04,02 2222 xy
x

yyxxyxx   

11. .0,3,04,02 2222  xxyxyyxyy  
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12. .3,
3

,06,02 2222 xy
x

yyxxyxx   

13. .0,3,06,04 2222  xxyxyyxyy  

14. .3,
3

,08,02 2222 xy
x

yyxxyxx   

15. .0,
3

,06,02 2222  x
x

yxyyxyy  

16. .
3

,0,04,02 2222 x
yyyxxyxx   

17. .3,
3

,010,02 2222 xy
x

yxyyxyy   

18. .
3

,0,06,02 2222 x
yyyxxyxx   

19. .3,
3

,010,04 2222 xy
x

yxyyxyy   

20. .,0,06,02 2222 xyyyxxyxx   

21. .0,,04,02 2222  xxyxyyxyy  

22. .3,0,04,02 2222 xyyyxxyxx   

23. .0,,08,06 2222  xxyxyyxyy  

24. .3,0,08,04 2222 xyyyxxyxx   

25. .0,,08,04 2222  xxyxyyxyy  

26. .3,
3

,08,04 2222 xy
x

yyxxyxx   

27. .0,3,08,04 2222  xxyxyyxyy  

28. .3,
3

,06,04 2222 xy
x

yyxxyxx   

29. .0,
3

,010,02 2222  x
x

yxyyxyy  
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30. .3,
3

,010,06 2222 xy
x

yyxxyxx   

31. .0,
3

,08,04 2222  x
x

yxyyxyy  

Задача 8. Пластинка D  задана ограничивающими ее кривыми,  -поверхностная плотность. Найти массу 

пластинки. 

1. .7);0(4,0,1: 22 yxyxyyxD    

2. .);0,0(0,0,4,1:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

3. .5
2

7
);0(4,0,1:

2
2 y

x
yxyyxD    

4. .
52

);0,0(0,0,16,9:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

5. .2
8

7
);0(2,0,2:

2
2 y

x
yxyyxD    

6. .);0,0(0,0,16,1:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

7. .6
2

7
);0(

2
,0,2:

2
2 y

x
y

x
yyxD    

8. .
32

);0,0(0,0,25,4:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

9. .3);0(4,0,1: 22 yxyxyyxD    

10. .);0,0(0,0,9,1:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

11. .63);0(,0,1: 22 yxyxyyxD    

12. .
2

);0,0(0,0,25,9:
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxD




   

13. .32);0(
2

,0,2: 22 yxy
x

yyxD    

14. .
52

);0,0(0,0,16,9:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   
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15. .37);0(8,0,
2

1
: 22 yxyxyyxD    

16. .
52

);0,0(0,0,16,9:
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxD




   

17. .27);0(4,0,1: 22 yxyxyyxD    

18. .
3

);0,0(0,0,16,1:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

19. .
24

7
);0(0,4,2:

2
2 yx

yyxyxD    

20. .
2

);0,0(0,0,4,1:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

21. .
4

7
);0(2,0,2:

2
2 y

x
yxyyxD    

22. .
2

);0,0(0,0,9,1:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

23. .8
2

7
);0(

2
,0,2:

2
2 y

x
y

x
yyxD    

24. .
4

);0,0(0,0,25,1:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

25. .36);0(4,0,1: 22 yxyxyyxD    

26. .
3

);0,0(0,0,16,4:
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxD




   

27. .64);0(
2

,0,2: 22 yxy
x

yyxD    

28. .
4

);0,0(0,0,9,4:
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxD




   

29. .94);0(2,0,
2

1
: 22 yxyxyyxD    

30. .
2

);0,0(0,0,9,4:
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxD




   
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31. .
2

9
16);0(16,0,

4

1
:

2
2 y

xyxyyxD    

Задача 9. Пластинка D  задана ограничивающими ее кривыми,  -поверхностная плотность. Найти массу 

пластинки. 

1. .;1
4

: 2
2

2 y
y

xD    

2. .;
3

2
;0;2

49
1:

22

x

y
xyy

yx
D    

3. .;0,1
259

: 2
22

yxy
yx

D    

4. .
18

7
;0,1

259
:

222 yx
y

yx
D    

5. .
8

;
2

;0;4
4

1:
3

2
2

x

yx
yyy

x
D    

6. .7;0,1
9

: 62
2

xyxy
x

D    

7. .4;1
4

: 42
2

yy
x

D    

8. .;
2

3
;0;4

94
1:

22

y

x
x

x
yx

yx
D    

9. .;
2

;0;4
416

1:
22

y

xx
yy

yx
D    

10. .;0,0,1
94

: 3
22

yxyx
yx

D    

11. .6;0,0,1
4

: 332
2

yxyxy
x

D    

12. .;
2

;0;25
4

1:
3

2
2

y

xx
yxy

x
D    

13. .;1
49

: 22
22

yx
yx

D    

14. .5;0,0;1
16

: 72
2

xyyxy
x

D    

15. .30;0,0,1
4

: 732
2

yxyxy
x

D    

16. .;
3

2
;0;3

49
1:

22

x

y
xyy

yx
D    

17. .7;0,1
25

: 4
2

2 yxy
y

xD    

18. .35;0,1
9

: 34
2

2 yxy
y

xD    

19. .;1
94

: 2
22

x
yx

D    

20. .;4;0;9
16

1:
3

2
2

x

y
xyy

y
xD    

21. .11;0,1
9

: 82
2

xyxy
x

D    

22. .;2;0;5
164

1:
22

y

x
xyx

yx
D    

23. .;
3

2
;0;5

169
1:

22

y

xx
yx

yx
D    

24. .;0,0,1
94

: 5
22

yxyx
yx

D    

25. .;1
254

: 4
22

x
yx

D    

26. .15;0,0,1
4

: 35
2

2 yxyx
y

xD    

27. .
9

;
3

2
;0;36

94
1:

3

22

y

x
xyx

yx
D    

28. .6;0,0,1
100

: 92
2

xyyxy
x

D    
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29. .105;0,0,1
16

: 932
2

yxyxy
x

D    

30. .
27

;
3

4
;0;3

16
1:

5

2
2

x

y
xyxy

x
D    

31. .;
4

;0;3
16

1:
5

2
2

y

xx
yxy

x
D    

 
 

Задача 10. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхностями. 

 

1. .2,0,2,216  zxzxyxy  

2. .
3

5
5,0,

3

5
,5

x
zz

x
yxy   

3. .15,0,0,,222 xzzyxyyx   

4. .0,12,,2  zyzxyyx  

5. .
2

1
,0,25,220  yxzyxyx  

6. .)3(
6

5
,0,

6

5
,

2

5
yzz

y
x

y
x   

7. .30,0,0,,222 yzzxyxyx   

8. .0,
5

12
,,2  z

x
zyxyx  

9. .
2

1
,0,22,217  zxzxyxy  

10. .
9

)3(5
,0,

9

5
,

3

5 x
zz

x
y

x
y


  

11. .
11

15
,0,0,2,822 x
zzyxyyx   

12. .0,3,2,4  zyzxyyx  

13. .)3(
18

5
,0,

18

5
,

6

5
yzz

y
x

y
x   

14. .2,0,24,219  yzzyxyx  

15. .0,
11

30
,0,2,822  z

y
zxyxyx  

16. .0,
5

3
,2,4  z

x
zyxyx  

17. .3,0,3,36  zxzxyxy  

18. ).3(
18

5
,0,

18

5
,

6

5
xzzxyxy           

19. .
11

5
,0,0,3,1822 x
zzyxyyx   

20. .0,4,3,6  zyzxyyx  

21. .3,0,32,37  yzzyxyx  

22. .
9

)3(5
,0,

9

5
,

3

5 y
zz

y
x

y
y


  

23. .
11

10
,0,0,3,1822 y
zzxyxyx   

24. .0,
5

4
,3,6  z

x
zyxyx  

25. ).1(15,0,15,15 xzzxyxy   

26. .
11

3
,0,0,5,5022 x
zzyxyyx   

27. .0,3,4,8  zyzxyyx  

28. .2,0,2,216  yzzyxyx  

29. ).1(15,0,15,15 yzzyxyx   

30. .
11

6
,0,0,5,5022 y
zzxyxyx   

31. .
2

1
,0,22,217  yzzyxyx  

 
 

Задача 11. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхностями. 

 

1. .0,
4

5
,2 222  zxzyyx  

2. .0,,4, 222222  zyxzyyxyyx  

3. ).0(0,64,28 2222  zzyxzxyx  

4. .0,8,04 222  zyzxyx  

5. ).0(0,0,,9,6 222222  yyzyxzxyxxyx  
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6. ).0(0,36,26 2222  zzyxzyyx  

7. .0,
4

9
,2 222  zxzyyx  

8. .0,,5,2 222222  zyxzyyxyyx  

9. ).0(0,4,022 2222  zzyxzyyx  

10. .0,10,4 222  zyzxyx  

11. ).0(0,0,,10,7 222222  yyzyxzxyxxyx  

12. ).0(0,64,28 2222  zzyxzyyx  

13. .0,
4

13
,2 222  zxzyyx  

14. .0,,6,3 222222  zyxzyyxyyx  

15. ).0(0,36,26 2222  zzyxzxyx  

16. ).0(0,4,22 2222  zzyxzyyx  

17. .0,12,4 222  zyzxyx  

18. ).0(0,0,,11,8 222222  yyzyxzxyxxyx  

19. ).0(0,16,24 2222  zzyxzxyx  

20. .0,4,4 222  zxzyyx  

21. .0,,7,4 222222  zyxzyyxyyx  

22. ).0(0,16,24 2222  zzyxzyyx  

23. .0,
4

17
,02 222  zyzxyx  

24. ).0(0,0,,12,9 222222  yyzyxzxyxxyx  

25. ).0(0,4,022 2222  zzyxzxyx  

26. .0,6,4 222  zxzyyx  

27. ).0(0,0,,13,10 222222  yyzyxzxyxxyx  

28. ).0(0,4,22 2222  zzyxzxyx  

29. .0,
4

21
,2 222  zyzxyx  

30. .0,,8,5 222222  zyxzyyxyyx  

31. .0,
4

25
,02 222  zyzxyx  

 
Задача 12. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхностями. 

 

1. .573,273,7,25 22222  xyzxyzyxy  

2. .591,594,74,25 222222 yxzyxzxyxy   

3. .53,13,3,25 22222  yxzyxzxyx  

4. .163,161,67,32 222222 yxzyxzyxyx   

5. .5,1,2,86 22222  yxxzyxxzyxy  
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6. .35,32,13,15 222222 yxzyxzxyxy   

7. .24,44,4,95 22222  yxxzyxxzxyx  

8. .42,2,5,16 22222  yxxzyxxzyxy  

9. .61,62,13,15 222222 yxzyxzyxyx   

10. .63,62,4,73 22222 yxzyxzxyx   

11. .2632,1632,2,35 22222  yyxzyyxzyxy  

12. .851,854,3,5 222222 yxzyxzxyxy   

13. .168,162,2,53 22222 yxzyxzxyx   

14. .116,216,34,2 222222  yxzyxzyxyx  

15. .65,35,1,12 22222  yxzyxzyxy  

16. .1,2,34,2 222222 yxzyxzxyxy   

17. .27,17,3,14 22222  yxzyxzxyx  

18. .852,853,32,67 222222 yxzyxzyxyx   

19. .12,22,1,21 22222  yyxzyyxzyxy  

20. .5122,5123,28,7 222222 xyzxyzxyxy   

21. .494,491,5,32 22222 yxzyxzxyx   

22. .321,325,7,43 22222 yxzyxzyxy   

23. .321,324,74,25 222222 yxzyxzyxyx   

24. .252,255,3,52 22222 yxzyxzxyx   

25. .51,53,2,53 22222 yxzyxxyxy   

26. .102,102,46,53 222222 yxzyxzxyxy   

27. .44,14,6,24 22222  yyxzyyxzxyx  

28. .971,974,54,23 222222 yxzyxzyxyx   

29. .41,42,3,52 22222 yxzyxzyxy   

30. .653,651,67,32 222222 yxzyxzxyxy   

31. .324,321,5,72 22222 yxzyxzyxy   

 
Задача 13. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхностями. 

 

1. .
2

9
,9 2222 yx

z
yxz   

2. .
2

17
,

2

15 22

22

yxz
yx

z 


  

3. .
255

,4
22

22 yx
zyxz


  

4. .60,1,64 2222  yxzyxz  

(внутри цилиндра) 

5. .2,
9

16 2222 yxzyxz   

6. .10,3 2222 yxzyxz   

7. .
99

,25
22

22 yx
zyxz


  

8. .51,6,100 2222  yxzyxz  

(внутри цилиндра) 

9. .
2

23
,

2

21 22

22

yxz
yx

z 


  
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10. .6,16 2222 yxzyxz   

11. .
80

,9
22

22 yx
zyxz


  

12. 45,5,81 2222  yxzyxz  

(внутри цилиндра). 

13. .
2

3
,1 2222 yx

z
yxz   

14. .16,6 2222 yxzyxz   

15. .
63

,36
22

22 yx
zyxz


  

16. 39,4,64 2222  yxzyxz  

(внутри цилиндра). 

17. .18,144 2222 yxzyxz   

18. .
2

5
,

2
3 22

22

yxz
yx

z 


  

19. .
35

,9
22

22 yx
zyxz


  

20. 33,3,49 2222  yxzyxz  

(внутри цилиндра). 

21. .9,36 2222 yxzyxz   

22. .22,9 2222 yxzyxz   

23. .
15

,16
22

22 yx
zyxz


  

24. 27,2,36 2222  yxzyxz  

(внутри цилиндра). 

25. .,
9

4 2222 yxzyxz   

26. .28,12 2222 yxzyxz   

27. .
8

,9
22

22 yx
zyxz


  

28. 21,1,25 2222  yxzyxz  

(внутри цилиндра). 

29. .12,64 2222 yxzyxz   

30. .
2

11
,

2

9 22

22

yxz
yx

z 


  

31. .
3

,36
22

22 yx
zyxz




 
 
Задача 14. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхностями. 

 

1. .224),(122 22  xzyxz  

2. .2021,1))1((10 22 xzyxz   

3. .316,3)(8 22  xzyxz  

4. .3840),)1((202 22  xzyxz  

5. .284),(144 22 xzyxz   

6. .5956,3))1((28 22  xzyxz  

7. .643,3)(32 22 xzyxz   

8. .812,1))1((64 22  xzyxz  

9. .28),(42 22  xzyxz  

10. .444713))1((22 22 xzyxz   

11. .148,1)(24 22  xzyxz  

12. .3436,1))1((182 22  xzyxz  

13. .132,1)(16 22  xzyxz  

14. .252,1))1((26 22  xzyxz  

15. .224),(122 22  xzyxz  

16. .54,1))1((2 22  xzyxz  

17. .14,1)(2 22  yzyxz  

18. .5250,2))1((26 22 xzyxz   
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19. .160,1)(30 22  yzyxz  

20. .3332,1))1((16 22  xzyxz  

21. .362),(182 22 yzyxz   

22. .4948,1))1((24 22  xzyxz  

23. .443,3)(22 22 yzyxz   

24. .68),)1((42 22  xzyxz  

25. .412),(64 22  yzyxz  

26. .6467,3))1((32 22 xzyxz   

27. .356,3)(28 22  yzyxz  

28. .2428,1))1((144 22  xzyxz  

29. .402),(202 22 yzyxz   

30. .1916,3))1((8 22  xzyxz  

31. .201,1)(10 22 yzyxz   

 
Задачи 15. Найти объем тела, заданного неравенствами. 

 

1. .0,
335

,491
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx  

2. .03,
315

,6494
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx  

3. .0
3

,
3

,644
22

222 


 y
xyx

zzyx  

4. .
3

0,
63

,364
22

222 x
y

yx
zzyx 


  

5. .33,
99

,361
22

222 xyx
yx

zzyx 


  

6. .33,
99

,10025
22

222 xyx
yx

zzyx 


  

7. .3,
3

,
24

0,491
22

222 xy
x

y
yx

zzyx 


  

8. .3,3,0
24

,12125
22

222 xyxyz
yx

zyx 


  

9. .0,
335

,644
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx  

10. .03,
335

,10016
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx  

11. .
3

3,
3

,10016
22

222 x
yx

yx
zzyx 


  

12. .3
3

,
63

,6416
22

222 xy
xyx

zzyx 


  
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13. .3,0,
99

,494
22

222 xyy
yx

zzyx 


  

14. .0,3,
993

,12136
22

222 


 yxy
yx

zzyx  

15. .
3

,3,
24

0,644
22

222 x
yxy

yx
zzyx 


  

16. .
3

,3,0
24

,14436
22

222 x
yxyz

yx
zyx 


  

17. .0,
353

,819
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





  

18. .30,
153

,14436
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





  

19. .
3

3,
3

,14436
22

222 x
yx

yx
zzyx 


  

20. .3
3

,
63

,10036
22

222 xy
xyx

zzyx 


  

21. .
3

,
3

,
99

,649
22

222 x
y

x
y

yx
zzyx 


  

22. .
3

,
3

,
99

,14449
22

222 x
y

x
y

yx
zzyx 


  

23. .
3

,0,
24

0,819
22

222 x
yy

yx
zzyx 


  

24. .
3

,0,0
24

,16949
22

222 x
yyz

yx
zyx 


  

25. .0,
353

,10016
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





  

26. .30,
153

,19664
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





  

27. .0
3

,
3

,19664
22

222 


 y
xyx

zzyx  

28. .
3

0,
63

,14464
22

222 x
y

yx
zzyx 


  

29. .3,0,
99

,8116
22

222 xyy
yx

zzyx 


  

30. .3,0,
99

,16964
22

222 xyy
yx

zzyx 


  

31. .
3

,0,
24

0,10016
22

222 x
yy

yx
zzyx 


  
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Задача 16. Тело V задано ограничивающими его поверхностями,  -плотность. Найти массу тела. 

 

1. .
4

)(5
),0,0(0,0,4,)(64

22
22222 yx

zyzyyxzyx


   

2. .4);0(0),1(,1,4 2222222 zxxyxyxzyx    

3. .10),0,0(0,0,0,2,1 2222 xyxzyxzyxyx    

4. .80),0,0(0,0,
7

4
,

49

16 22222 yzyxyxzyxzyx    

5. .20);0,0,0(0,0,4,1 222222 zzyxyxzyxzyx    

6. ).(
6

5
),0,0(0,0,1,)(36 2222222 yxzxzxyxzyx    

7. .2);4(4,16 2222222 zyxyxzyx    

8. .5),0,0(0,0,0,8,4 2222 xyxzyxzyxyx    

9. .28),0,0(0,0,
5

2
,

25

4 22222 xzyxyxzyxzyx    

10. .6);0,0,0(0,0,,4 222222 zzyxyxzyxzyx    

11. ).(2),0,0,0(0,0,0,4,)(25 2222222 yxzyxzyxyxzyx    

12. .);0(0),4(4,9 2222222 zyyyxyxzyx    

13. .90),0,0,0(0,0,0,6,1 2222 yzyxzyxzyxyx    

14. .14),0,0(0,0,
5

,
25

22
2

22 yzyxyx
z

yx
z

yx    

15. .10);0,0,0(0,0,9,4 222222 zzyxyxzyxzyx    

16. .
3

)(5
),0,0,0(0,0,0,4,)(9

22
22222 yx

zyxzyxyxzyx


   

17. .6),1(1,4 2222222 zyxyxzyx    

18. .10),0,0(0,0,0,,1 2222 yyxzyxzyxyx    

19. .10),0,0(0,0,
7

,
49

22
2

22 xzyxyx
z

yx
z

yx    

20. .10),0,0,0(0,0,4,4 222222 zzyxyxzyxzyx    

21. ).(5),0,0,0(0,0,0,1,)(16 2222222 yxzyxzyxyxzyx    

22. .),4(4,16 2222222 zyxyxzyx    

23. .5),0,0(0,0,0,4,4 2222 yyxzyxzyxyx    

24. .35),0,0(0,0,, 22222 yzyxyxzyxzyx    

25. .32),0,0,0(0,0,,1 222222 zzyxyxzyxzyx    

26. .
2

)(5
),0,0,0(0,0,0,4,

22
22222 yx

zyxzyxyxzyx


   

27. .2),0(0),4(4,9 2222222 zzzyxyxzyx    

28. .15),0,0,0(0,0,0,3,1 2222 xzyxzyxzyxyx    

29. .20),0,0(0,0,
7

2
,

49

4 22
2

22 xzyxyx
z

yx
z

yx    

30. .5),0,0,0(0,0,9,16 222222 zzyxyxzyxzyx    

31. ).(10),0,0(0,0,1,)(4 2222222 yxzyzyyxzyx    


